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摘 要：研究在Hilbert空间中具有阻尼和无穷时滞的随机弹性系统mild解的存在唯一性和指数稳定性，利用算

子半群理论、公理化相空间的性质及随机分析，获得了所研究问题mild解的存在唯一性和均方指数稳定性，丰

富和发展了阻尼弹性系统已有的结果 .
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damping and infinite delay
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Abstract： The existence，uniqueness and exponential stability of mild solutions of stochastic elastic 

systems with damping and infinite delay are studied in Hilbert spaces. By using the theory of operator 

semigroups， properties of axiomatic phase space and stochastic analysis， the existence and uniqueness 

of mild solution and the exponential stability in mean square are obtained， the existing results of 

damping elastic systems are enriched and developed.

Key words： stochastic elastic systems； mild solutions；exponential stability；damping； operator 

semigroups

振动是物体或某种状态随时间作往复变化的现象，包括机械振动与非机械振动 . 例如，钟摆的来回摆

动，桥梁由于车辆通过引起的振动，轨枕由于火车行驶引起的振动，以及水坝、阀门的振动等，这一类

振动属于机械振动 . 另一类振动属于非机械运动的振动现象，例如，声波、光波、电磁波等 .

机械振动所研究的对象是机械或结构，在理论分析中要将实际的机械或结构抽象为力学模型，即形

成一个力学系统 . 可以产生机械振动的力学系统，称为振动系统，简称系统 .实际的振动系统，都具有连

续分布的质量与弹性，因此，称之为弹性系统 . 由于确定弹性体上无数质点的位置需要无限多个坐标，因

此弹性体是具有无限多自由度的系统，它的振动规律要用时间和空间坐标的函数来描述，其运动方程是

偏微分方程 .

Chen et al.（1982）的开创性工作研究了具有阻尼的线性弹性系统
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ω̈ ( t ) + Bω̇ ( t ) + Aω ( t ) = 0，  t ≥ 0. （1）

在Hilbert空间H中，Chen et al.（1982）考虑阻尼算子B与弹性算子 A的平方根算子 A12 有关，并猜想若定义

域D (B ) ⊃ D ( A12 )，并且下列条件之一成立：

β1 ( A12 x，x ) ≤ (Bx，x ) ≤ β2 ( A12 x，x )，  x ∈ D ( A12 )；
β1 ( Ax，x ) ≤ (B2x，x ) ≤ β2 ( Ax，x )，   x ∈ D ( A).

则相应于该阻尼弹性系统的解半群是解析的，并且关于这两个猜想他们获得了一些特殊结果，关于这两

个猜想的完整证明由Huang（1985，1986）在他的重要工作中给出 .

近年来，国内外诸多学者对具有阻尼的弹性系统的解半群的正则性、指数稳定性及弹性系统的谱性

质在Hilbert空间中进行了卓有成效的研究，得到了一系列重要、深刻的结果，参见文献（Diagana， 2017； 

Luong et al.， 2020； Wei et al.， 2022； Gou et al.， 2023， 2024）及其中的参考文献 .

目前关于具有阻尼的振动方程在Banach空间中的主要结果有：Massatt（1983）研究了抽象强阻尼波方

程解半群的解析性以及非线性强阻尼波方程弱解的存在性、唯一性及渐近稳定性 . 李永祥（1997）研究了如

下线性强阻尼波方程

utt + aAut + Au = 0，   t > 0
的解析性与指数稳定性 .该方程的指数稳定性曾被Massatt不加证明地引用，然而李永祥（1997）通过一个反

例说明该方程不一定指数稳定，并且给出了指数稳定的充分条件 .

Fan et al.（2014b）精细刻画了相应于如下具有结构阻尼的线性弹性系统

ω̈ ( t ) + ρAω̇ ( t ) + A2ω ( t ) = 0，  t > 0
的C0-半群是指数稳定的解析半群的充分条件，Fan et al.（2014c）获得了非线性阻尼弹性系统的上下解单调

迭代方法 . Fan et al.（2014a）描述了具有结构阻尼的线性弹性系统适度解的长时间行为，并且在全局

Lipschitz条件下证明了非线性弹性系统整体解的指数衰减性 .

在实际的应用中，研究的模型受到白噪声或周围环境的影响而产生一些变化，这些随机因素会影响

模型的运行结果 . 基于以上讨论，研究具有无穷时滞的随机阻尼弹性系统是非常有必要的，然而，据作者

所知，在现有的文献中研究具有无穷时滞的随机阻尼弹性系统mild解的存在唯一性和指数稳定性的结论

很少，故本文将研究如下具有阻尼和无穷时滞的随机弹性系统

ì
í
î

d [ u′ ( t ) + ρBu ( t ) ] = [-Au ( t ) + f ( t，ut ) ] dt + g ( t，ut )dW ( t )，    t > 0，
u ( t ) = φ ( t )， u′ (0 ) = u1， t ∈ (-∞，0 ]， （2）

mild 解的存在唯一性和均方指数稳定性，其中 ρ > 0 是常数，A：D ( A) ⊂ X → X且 B：D (B ) ⊂ X → X是

Hilbert 空间 X上的稠定闭线性算子，B是公理化定义的相空间，φ (0 ) ∈ D ( A)，φ ∈ B，u1 ∈ X. 时滞 ut由
ut ： (-∞，0 ] → X，ut ( s) = u ( t + s)，s ≤ 0 定 义 ， f ： [ 0，+∞) ×X → X 和 g ： [ 0，+∞) × X → X 为 连 续 函 数 ，

W ( t ) 是Q-Wiener过程 .

1 预备知识

本节将介绍一些符号并回顾必要的基本概念及引理 .

设 X，Y是两个实可分的 Hilbert 空间，L (Y，X ) 为所有从 Y到 X的有界线性算子构成的空间，X，Y， 

L (Y，X ) 的范数均用 ⋅ 表示 . (Ω，F，{F t }t ≥ 0，P ) 为一完备的赋流概率空间，流 {F t }t ≥ 0 满足通常条件，即流

是右连续递增且 F0 包含所有的 p零集 . 设 { ek }k ≥ 1 是一组完备的标准正交基，{ w ( t ) | t ≥ 0 } 是定义在

(Ω，F，{F t }t ≥ 0，P ) 上的 Y-值 Wiener 过程，有迹类算子 Q > 0， 记 Tr (Q ) = ∑
k = 1

∞
λk = λ < +∞， 满足 Qek =

λkek，k ∈ N. { wk ( t ) }k ≥ 1 是完备赋流概率空间 (Ω，F，{F t }t ≥ 0，P ) 上与一维标准Wiener过程无关的一个序列，

使得

w ( t ) = ∑
k = 1

∞
λk wk ( t )ek .

则称上述Y-值随机过程w ( t ) 为Q-Wiener过程 . 设 ξ ∈ L (Y，X ) 且定义

171



第 64 卷中山大学学报（自然科学版中英文）

 ξ 2
L02

= Tr ( ξQξ∗ ) < +∞.
则称 ξ为Q-Hilbert-Schmidt算子，且 L02 (Y，X ) 表示从 Y到X的所有Q-Hilbert-Schmidt算子 ξ：Y → X构成的

空间 .

引理1（Chen et al.，2018） 对任意的L02 (Y，X )-值可测过程ψ (⋅)及任意的 r͂ ≥ 1，以下不等式成立

sup
s ∈ [ 0，t ]

E






∫0

s

ψ (ϑ )dW (ϑ )
2r͂

X

≤ Nr͂(∫0

t ( )E ψ ( s) 2r͂
L02

1/r͂ds) r͂，    t ∈ [ 0，+∞)，
其中Nr͂ = ( r͂ (2r͂ - 1) ) r͂.

本文将运用由 Hale et al.（1978）定义的公理化相空间 B，更多关于公理化相空间的性质可参考文献

（Hale et al.，1993），相空间B( (-∞，0 ]，X ) 表示所有从 (-∞，0 ]到X的F0-可测函数构成的空间，赋有半范数

 ⋅
B
，关于B的公理化如下：

（A1）  若 v ： (-∞，σ + T ] → X (T > 0) 是 [ σ，σ + T ]上的连续函数且 vσ ∈ B，则对每个 t ∈  [ σ，σ + T ]， 

下列条件成立：

（i）  vt ∈ B；

（ii）   v ( t ) ≤ H  vt B
；

（iii）  对每个 t ≥ σ，  vt B
≤ K ( t - σ ) sup{ }| v ( s)  σ ≤ s ≤ t + M ( t - σ )  vσ B

，

其中H > 0是常数，K ： [ 0，+∞) → [ 0，+∞) 连续，M ： [ 0，+∞) → [ 0，+∞) 局部有界，且H，K，M与 v (⋅)无关 .

（A2）  条件（A1）中的函数 v (⋅)，vt是 [ σ，σ + T ]上的B-值连续函数 .

（A3）  相空间B = B ( (-∞，0 ]，X ) 是完备的 .

注1 由条件（A1）中的（iii）可知

（i）   vt B
≤ K ∗ sup

0 ≤ s ≤ t
 v ( s) + M ∗ v0 B

，其中K ∗ = sup
t ∈ R

K ( t )，M ∗ = sup
t ∈ R

M ( t ).
（ii）  本文假设存在常数μ > 0，使得M ( t ) = e-μt，则

 vt B
≤ K ∗ sup

0 ≤ s ≤ t
 v ( s) + e-μt v0 B

.
为了研究系统（2）的适定性，首先考虑如下线性确定系统

ì
í
î

u′′ ( t ) + ρBu′ ( t ) + Au ( t ) = h ( t )，    t > 0，
u (0 ) = u0 ∈ D ( A)， u′ (0 ) = u1 ∈ X.

对二阶方程

u′′ ( t ) + ρBu′ ( t ) + Au ( t ) = h ( t )，    t > 0， （3）

作如下分解

( d
dt + E1 ( ρ ) ) ( d

dt + E2 ( ρ ) )u = h ( t )， t > 0，
即

d2u
dt2 + (E1 ( ρ ) + E2 ( ρ ) ) du

dt + E1 ( ρ )E2 ( ρ )u = h ( t ). （4）

结合式（3）和式（4）可以得到

E1 ( ρ ) + E2 ( ρ ) = ρB，       E1 ( ρ )E2 ( ρ ) = A. （5）

由式（5）及韦达定理

（a）  若C ( ρ ) = ρ2B2 - 4A = L2 ( ρ ) = 0，则

E1 ( ρ ) = E2 ( ρ ) = ρB
2 .

（b）  若C ( ρ ) = ρ2B2 - 4A = L2 ( ρ ) > 0，则

E1 ( ρ ) = 1
2 ( ρB - L ( ρ ) )，       E2 ( ρ ) = 1

2 ( ρB + L ( ρ ) ) . （6） 

（c）  若C ( ρ ) = ρ2B2 - 4A = -L2 ( ρ ) < 0，则
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E1 ( ρ ) = 1
2 ( ρB - iL ( ρ ) )，     E2 ( ρ ) = 1

2 ( ρB + iL ( ρ ) )， （7） 

其中 i为虚数单位 .

接下来，定义与算子A和B相关的线性算子

C ( ρ ) ≔ ρ2B2 - 4A= L2 ( ρ )，D (C ( ρ ) ) = D (B2 ) ∩ D ( A). 
对于稠定闭线性算子L ( ρ )：D (L ( ρ ) ) ⊂ X → X，C ( ρ ) 有以下3种情形：C ( ρ ) = 0，C ( ρ ) = L2 ( ρ ) > 0及

C ( ρ ) = -L2 ( ρ ) < 0，Fan et al.（2014a）已讨论了 C ( ρ ) = 0 ( ρ2B2 - 4A = 0) 的情形，故本文只考虑 C ( ρ ) =
L2 ( ρ ) > 0和C ( ρ ) = -L2 ( ρ ) < 0两种情形 .

情形1：： C ( ρ ) = L2 ( ρ ).
假设存在稠定闭线性算子L ( ρ )：D (L ( ρ ) ) ⊂ X → X，使得u (0 ) ∈ D (L ( ρ ) ) ∩  D (B )，且满足

（H1）  C ( ρ ) = ρ2B2 - 4A = L2 ( ρ )，
（H2）  B与L ( ρ ) 可交换，即BL ( ρ ) = L ( ρ )B.
设u′ ( t ) + E2 ( ρ )u ( t ) = z ( t )，则

z (0 ) = u1 + E2 ( ρ )u0 ≔ z0.
因此可将系统（2）转化为如下两个柯西问题：

ì
í
î

z′ ( t ) + E1 ( ρ ) z ( t ) = h ( t )，  t > 0，
z (0 ) = z0 ， （8）

和

ì
í
î

u′ ( t ) + E2 ( ρ )u ( t ) = z ( t )，    t > 0，
u (0 ) = u0. （9）

显然，问题（8）~（9）分别为关于-E1 ( ρ ) 和-E2 ( ρ ) 的线性非齐次初值问题，由算子半群理论（Pazy， 1983），

-E1 ( ρ ) 和-E2 ( ρ ) 生成X上的C0-半群，记-E1 ( ρ ) 和-E2 ( ρ ) 生成的C0-半群分别为 { S1 ( t ) }t ≥ 0 和 { S2 ( t ) }t ≥ 0，

因此初值问题（8）~（9）是适定的 .

众所周知，若h ∈ L1 ( [ 0，+∞)，X )，则初值问题（8）的mild解为

z ( t ) = S1 ( t ) z0 + ∫0

t

S1 ( t - s)h ( s)ds，   t ≥ 0. （10）

类似地，若 z ∈ C ( [ 0，+∞)，X )，则初值问题（9）的mild解可表示为

u ( t ) = S2 ( t )u0 + ∫0

t

S2 ( t - s) z ( s)ds，   t ≥ 0. （11）

结合式（10）~（11），即可得

u ( t ) = S2 ( t )u0 + ∫0

t

S2 ( t - s)S1 ( t ) z0 ds + ∫0

t ∫0

s

S2 ( t - s)S1 ( s - τ )h (τ )dτds，  t ≥ 0.
由上述讨论，给出系统（2） mild解的定义如下：

定义1 若定义在 (-∞，T ] (T > 0) 上的F t适定随机过程u ( t ) 满足下列条件：

（i）  u (⋅)有滞后路径，∫0

T

 u ( t ) 2dt < +∞几乎确定；

（ii）  u ( t ) = φ ( t )， t ≤ 0；
（iii）  对任意的 t ∈ (0，T ]，u ( t ) 满足积分方程

u ( t ) = S2 ( t )φ (0 ) + ∫0

t

S2 ( t - s)S1 ( s) z0ds + ∫0

t ∫0

s

S2 ( t - s)S1 ( s - τ ) f (τ，uτ )dτds
              +  ∫0

t ∫0

s

S2 ( t - s)S1 ( s - τ )g (τ，uτ )dτdW ( s)，
且 u0 = φ ∈ B，则称其为系统（2）的 mild解 . 其中 { S1 ( t ) }t ≥ 0 和 { S2 ( t ) }t ≥ 0 分别为-E1 ( ρ ) 和-E2 ( ρ ) 在X上生

成的C0-半群，E1 ( ρ ) 和E2 ( ρ ) 由式（6）给定 .

情形2： C ( ρ ) = -L2 ( ρ ).
假设存在稠定的闭线性算子L ( ρ ) ：D (L ( ρ ) ) ⊂ X → X，使得u (0 ) ∈ D (L ( ρ ) ) ∩D (B )，且满足
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（B1）  C ( ρ ) = ρ2B2 - 4A = -L2 ( ρ )，
（B2）  B与L ( ρ ) 可交换，即BL ( ρ ) = L ( ρ )B.
类似地，可以得到如下定义：

定义2 若定义在 (-∞，T ] (T > 0) 上的F t适定随机过程u ( t ) 满足下列条件：

（i）  u (⋅)有滞后路径，∫0

T

 u ( t ) 2dt < +∞几乎确定；

（ii）  u ( t ) = φ ( t )， t ≤ 0；
（iii）  对任意的 t ∈ (0，T ]，u ( t ) 满足积分方程：

u ( t ) = T2 ( t )φ (0 ) + ∫0

t

T2 ( t - s)T1 ( s) z0ds + ∫0

t ∫0

s

T2 ( t - s)T1 ( s - τ ) f (τ，uτ )dτds
             +  ∫0

t ∫0

s

T2 ( t - s)T1 ( s - τ )g (τ，uτ )dτdW ( s)， 
且 u0 = φ ∈ B，则称其为系统（2）的 mild解 . 其中 {T1 ( t ) }t ≥ 0 和 {T2 ( t ) }t ≥ 0 分别为-E1 ( ρ ) 和-E2 ( ρ ) 在X上生

成的C0-半群，E1 ( ρ ) 和E2 ( ρ ) 由式（7）给定 .

设 Sφ ( (-∞，T ]，X ) 表示所有 F t 适定随机过程 u = { u ( t ) |-∞ < t ≤ T } 构成的空间，使得 u ( t ) = φ ( t )， 

t ∈ (-∞，0 ]，且存在某个常数a > 0和N ∗ = N ∗ (φ，a ) > 0，使得

E u ( t ) 2 ≤ N ∗e-at，  t ≥ 0.
定义

 u 2
Sφ

= sup
t ≥ 0

E u ( t ) 2
，  u ∈ Sφ，

则Sφ按 u
Sφ
构成一个Banach空间 .

2 解的均方指数稳定性

本节将考虑系统（2） mild 解的存在性和均方指数稳定性，为了得到本文的主要结果，需做出以下

假设：

（H3）  对任意的φ1，φ2 ∈ B，t ≥ 0，函数 f ( t，⋅)在B上满足Lipschitz条件，即存在常数L > 0使得

 f ( t，φ1 ) - f ( t，φ2 ) ≤ L φ1 - φ2 B
.

（H4）  对任意的φ1，φ2 ∈ B，t ≥ 0，函数g ( t，⋅)在B上满足Lipschitz条件，即存在常数Lg > 0使得

 g ( t，φ1 ) - g ( t，φ2 ) ≤ Lg φ1 - φ2 B
.

（H5）  C0-半群{ S1 ( t ) }t ≥ 0，{ S2 ( t ) }t ≥ 0在X上指数稳定，即存在正常数M1，M2 > 0，λ1 >  λ2 > 0，使得

 S1 ( t ) ≤ M1e-λ1 t，        S2 ( t ) ≤ M2e-λ2 t，  t ≥ 0. 
进一步假设，对任意的 t ≥ 0， f ( t，0) ≡ 0，g ( t，0) ≡ 0. 为了方便起见，记

K1 = M 22 E φ (0 ) 2
，     K2 = M 21M 22 (λ2 - λ1 )-2E z0

2
，     K3 = 2L2M 21M 22 (λ1λ2 )-2( )(K ∗ )2N ∗ + E φ 2

B
，

K4 = 2Nr͂L2
gM 21M 22 (λ1 )-2 (2λ2 )-1( (K ∗ )2N ∗ + E φ 2

B )，     K = 4(K1 + K2 + K3 + K4 ).
定理1 若假设条件（H1）~（H5）成立，且

2[ ]L2M 21M 22 (K ∗ )2 (λ1λ2 )-2 + Nr͂L2
gM 21M 22 (K ∗ )2 (λ1 )-2 (2λ2 )-1 < 1.

则系统（2）存在唯一的mild解u ( t )，且u ( t ) 是均方指数稳定的，即存在正常数a > 0，使得

 E u ( t ) 2 ≤ Ke-at，   t ≥ 0.
证明 在Sφ上定义映射F：

F (u ) ( t ) =
ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

φ ( t )，   t ∈ (-∞，0 ]，
S2 ( t )φ (0 ) + ∫0

t

S2 ( t - s)S1 ( s) z0ds + ∫0

t ∫0

s

S2 ( t - s)S1 ( s - τ ) f (τ，uτ )dτds
            +∫0

t ∫0

s

S2 ( t - s)S1 ( s - τ )g (τ，uτ )dτdW ( s)，   t ∈ ( )0，+∞ .
（12）
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显然，u ( t ) 为系统（2）的mild解当且仅当u ( t ) 为算子F的不动点 . 下证算子F存在不动点 .

第1步：证明F (Sφ ) ⊂ Sφ. 设u ∈ Sφ，则

E F (u ) ( t ) 2 ≤ 4E S2 ( t )φ (0 ) 2 + 4E





∫0

t

S2 ( t - s)S1 ( s) z0ds
2

+ 4E





∫0

t ∫0

s

S2 ( t - s)S1 ( s - τ ) f (τ，uτ )dτds
2
  

                               +4E





∫0

t ∫0

s

S2 ( t - s)S1 ( s - τ )g (τ，uτ )dτdW ( s)
2

≔ 4( I1 + I2 + I3 + I4 ).                                        (13)
不失一般性，假设0 < a < λ2，下面估计不等式（13）右边的项 .

由假设条件（H5）可知

I1 = E S2 ( t )φ (0 ) 2 ≤ M 22 e-2λ2 tE φ (0 ) 2 ≤ K1e-λ2 t. （14）

I2 = E





∫0

t

S2 ( t - s)S1 ( s) z0ds
2

≤ M 21M 22 e-2λ2 t( )∫0

t e(λ2 - λ1 )sE z0 ds
2

≤ M 21M 22 (λ2 - λ1 )-2E z0
2e-2λ1 t ≤ K2e-λ1 t. （15）

由假设条件（H3）、（H5）及注1可得

 I3 = E





∫0

t ∫0

s

S2 ( t - s)S1 ( s - τ ) f (τ，uτ )dτds
2

≤ L2M 21M 22 (∫0

t e-λ2 ( t - s) e-λ1 s∫0

s eλ1τ E uτ B
dτds) 2

    ≤ L2M 21M 22 (K ∗ sup
0 ≤ τ ≤ t

E u (τ ) + e-atE u0 B ) 2(∫0

t e-λ2 ( t - s) e-λ1 s∫0

s eλ1τ dτds) 2

    ≤ 2L2M 21M 22 (λ1λ2 )-2( (K ∗ )2 sup
0 ≤ τ ≤ t

E u (τ ) 2 + e-2atE u0
2
B )

    ≤ 2L2M 21M 22 (λ1λ2 )-2[ ](K ∗ )2N ∗ + E φ 2
B

e-at ≤ K3e-at.                                                                                      (16)
由注1可得

E||ut||2
B ≤ 2 é

ë
êêêê ù

û
úúúú(K ∗ )2 sup

0 ≤ s ≤ t
E u ( s) 2 + e-2μtE u0

2
B

. （17）

由引理1可得

I4 = E





∫0

t ∫0

s

S2 ( t - s)S1 ( s - τ )g (τ，uτ )dτdW ( s)
2

≤ Nr͂∫0

t

E






∫0

s

S2 ( t - s)S1 ( s - τ )g (τ，uτ ) dτ
2
ds.

根据假设条件（H4）~（H5）、式（17）及Hölder不等式得

E






∫0

s

S2 ( t - s)S1 ( s - τ )g (τ，uτ ) dτ
2

≤ M 21M 22 e2(λ2 - λ1 )s - 2λ2 t(∫0

s eλ1τ E g (τ，uτ ) dτ) 2

          ≤ L2
gM 21M 22 e2(λ2 - λ1 )s - 2λ2 t∫0

s eλ1τdτ ∫0

s eλ1τ E uτ
2
B
dτ

≤ 2L2
gM 21M 22 (λ1 )-2e2λ2 ( s - t )[ ](K ∗ )2N ∗ + E φ 2

B
e-at.

因此

I4 = 2Nr͂L2
gM 21M 22 (λ1 )-2[ ](K ∗ )2N ∗ + E φ 2

B
e-(2λ2 + a ) t∫0

t e2λ2 s ds
≤ 2Nr͂L2

gM 21M 22 (λ1 )-2 (2λ2 )-1[ ](K ∗ )2N ∗ + E φ 2
B

e-at ≤ K4e-at.                                    (18)
由不等式（13）~（16）及式（18）可得

E F (u ) ( t ) 2 ≤ Ke-at，   t ≥ 0. 
第2步：证明F (u ) ( t ) 是Sφ上的滞后过程 . 设u ∈ Sφ，t > 0且ε > 0充分小，则

E F (u ) ( t + ε ) - F (u ) ( t ) 2 ≤ 4∑
i = 1

4
E Ji ( t + ε ) - Ji ( t ) 2 .

由于

E J1 ( t + ε ) - J1 ( t ) 2 = E [ S2 ( t + ε ) - S2 ( t ) ] φ (0 ) 2.
显然，由C0-半群{ S2 ( t ) }t ≥ 0的强连续性可得，当ε → 0时，E J1 ( t + ε ) - J1 ( t ) 2 → 0.
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E J2 ( t + ε ) - J2 ( t ) 2            
       ≤ 2E






∫0

t [ S2 ( t + ε - s) - S2 ( t - s) ] S1 ( s) z0ds
2

+ 2E





∫

t

t + ε
S2 ( t + ε - s)S1 ( s) z0ds

2

       ≤ 2 (E [ S2 ( t + ε - s) - S2 ( t - s) ] S1 ( s) z0 ds) 2 + 2 (∫ tt + ε
E S2 ( t + ε - s)S1 ( s) z0 ds) 2

≔ 2(J21 + J22 ).       
由假设条件（H5）可得

E [ S2 ( t + ε - s) - S2 ( t - s) ] S1 ( s) z0 ≤ 2M1M2E z0 ，           E S2 ( t + ε - s)S1 ( s) z0 ≤ M1M2E z0 .
运用Lebesgue’s控制收敛定理及C0-半群{ S2 ( t ) }t ≥ 0的强连续性可得，当ε → 0时，J21 → 0. 显然，当ε →0
时，J22 → 0. 因此，当ε → 0时，E J2 ( t + ε ) - J2 ( t ) 2 → 0.

E J3 ( t + ε ) - J3 ( t ) 2 ≤ 2E





∫0

t ∫0

s [ S2 ( t + ε - s) - S2 ( t - s) ] S1 ( s - τ ) f (τ，uτ )dτds
2

  +  2E





∫

t

t + ε∫0

s

S2 ( t + ε - s)S1 ( s - τ ) f (τ，uτ )dτds
2

≤ 2 (∫0

t ∫0

s

E [ S2 ( t + ε - s) - S2 ( t - s) ] S1 ( s - τ ) f (τ，uτ ) dτds ) 2

  +  2 (∫ tt + ε∫0

s

E S2 ( t + ε - s)S1 ( s - τ ) f (τ，uτ ) dτds ) 2
≔ 2(J31 + J32 ).               (19)

由假设条件（H3）、（H5）、式（19）及注1可得

∫0

s

E [ S2 ( t + ε - s) - S2 ( t - s) ] S1 ( s - τ ) f (τ，uτ ) dτ                     
     ≤ 2LM1M2e-λ1 s∫0

s eλ1τ E uτ B
dτ ≤ 2LM1M2 (λ1 )-1é

ë
êêêê ù

û
úúúúK ∗ sup

0 ≤ τ ≤ t
E u (τ ) + M ∗E φ

B
.               (20)

同理可得

   ∫0

s

E S2 ( t + ε - s)S1 ( s - τ ) f (τ，uτ ) dτ ≤ LM1M2 (λ1 )-1é
ë
êêêê ù

û
úúúúK ∗ sup

0 ≤ τ ≤ t
E u (τ ) + M ∗E φ

B
. （21）

因此，由式（19）~（21），Lebesgue’s 控制收敛定理及 C0-半群 { S2 ( t ) }t ≥ 0 的强连续性可得，当 ε → 0 时，

J31 → 0. 显然，当ε → 0时，J32 → 0. 因此

E J3 ( t + ε ) - J3 ( t ) 2 → 0，ε → 0. 
由引理1可得

 E J4 ( t + ε ) - J4 ( t ) 2 ≤ 2E





∫0

t ∫0

s [ S2 ( t + ε - s) - S2 ( t - s) ] S1 ( s - τ )g (τ，uτ )dτdW ( s)
2

  +  2E





∫

t

t + ε∫0

s

S2 ( t + ε - s)S1 ( s - τ )g (τ，uτ )dτdW ( s)
2

≤ 2Nr͂∫0

t

E






∫0

s [ S2 ( t + ε - s) - S2 ( t - s) ] S1 ( s - τ )g (τ，uτ )dτ
2
ds

  +  2Nr͂∫
t

t + ε
E






∫0

s

S2 ( t + ε - s)S1 ( s - τ )g (τ，uτ )dτ
2
ds ≔ 2(J41 + J42 ).             (22)

由式（22），假设条件（H4）~（H5）及注1可知

E






∫0

s [ S2 ( t + ε - s) - S2 ( t - s) ] S1 ( s - τ )g (τ，uτ )dτ
2

    ≤ 4L2
gM 22M 21 e-2λ1 s(∫0

s eλ1τE uτ B
dτ) 2

≤ 8L2
gM 21M 22 (λ1 )-2[ ](K ∗ )2N ∗ + E φ 2

B
.                                (23)

同理可得
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E






∫0

s

S2 ( t + ε - s)S1 ( s - τ )g (τ，uτ )dτ
2

≤ L2
gM 21M 22 e-2λ1 s∫0

s eλ1τ dτ ∫0

s eλ1τ E uτ
2
B
dτ ≤ 2L2

gM 21M 22 (λ1 )-2[ ](K ∗ )2N ∗ + E φ 2
B

.                              (24)
由式（22）~（24），Lebesgue’s控制收敛定理及C0-半群 { S2 ( t ) }t ≥ 0 的强连续性可得，当 ε → 0时，J41 → 0. 显
然，当ε → 0时，J42 → 0. 因此

E J4 ( t + ε ) - J4 ( t ) 2→ 0， ε → 0. 
上述估计验证了 t → F (u ) ( t ) 是滞后过程 .

第3步：证明F：Sφ → Sφ是压缩映射 . 对任意的u，v ∈ Sφ，由式（12）

   E Fu ( t ) - Fv ( t ) 2 ≤ 2E





∫0

t ∫0

s

S2 ( t - s)S1 ( s - τ ) [ f (τ，uτ ) - f (τ，vτ ) ] dτds
2

+2E





∫0

t ∫0

s

S2 ( t - s)S1 ( s - τ ) [ g (τ，uτ ) - g (τ，vτ ) ] dτdW ( s)
2

≔ 2(N1 + N2 ).         (25)
由假设条件（H3）、（H5）及注1可得

N1 = E





∫0

t ∫0

s

S2 ( t - s)S1 ( s - τ ) [ f (τ，uτ ) - f (τ，vτ ) ] dτds
2

     ≤ L2M 21M 22 (∫0

t e-λ2 ( t - s) e-λ1 s∫0

s eλ1τE uτ - vτ B
dτds ) 2

     ≤ L2M 21M 22 (K ∗ )2 sup
0 ≤ τ ≤ t

E u (τ ) - v (τ ) 2(∫0

t e-λ2 ( t - s) e-λ1 s∫0

s eλ1τ dτds) 2

     ≤ L2M 21M 22 (K ∗ )2 (λ1λ2 )-2 sup
0 ≤ τ ≤ t

E u (τ ) - v (τ ) 2.                                                               (26)
由假设条件（H4）~（H5）及注1可得

N2 ≤ Nr͂∫0

t

E






∫0

s

S2 ( t - s)S1 ( s - τ ) [ g (τ，uτ ) - g (τ，vτ ) ] dτ
2
ds. （27）

又因为

    E





∫0

s

S2 ( t - s)S1 ( s - τ ) [ g (τ，uτ ) - g (τ，vτ ) ] dτ
2

≤ L2
gM 21M 22 e2(λ2 - λ1 )s - 2λ2 t∫0

s eλ1τ dτ ∫0

s eλ1τE uτ - vτ 2
B
dτ

≤ L2
gM 21M 22 (K ∗ )2 (λ1 )-2e2λ2 ( s - t ) sup

0 ≤ τ ≤ t
E u (τ ) - v (τ ) 2.                                          (28)

将式（28）代入式（27）得

N2 ≤ Nr͂L2
gM 21M 22 (K ∗ )2 (λ1 )-2 sup

0 ≤ τ ≤ t
E u (τ ) - v (τ ) 2e-2λ2 t(∫0

t e2λ2 sds)
     ≤ Nr͂L2

gM 21M 22 (K ∗ )2 (λ1 )-2 (2λ2 )-1 sup
0 ≤ τ ≤ t

E u (τ ) - v (τ ) 2.                                (29)
由式（25）~（26）及式（29）可得

  E Fu ( t ) - Fv ( t ) 2 ≤ 2[ ]L2M 21M 22 (K ∗ )2 (λ1λ2 )-2 + Nr͂L2
gM 21M 22 (K ∗ )2 (λ1 )-2 (2λ2 )-1 sup

0 ≤ τ ≤ t
E u (τ ) - v (τ ) 2.

由定理1的条件可知F是压缩映射，因此系统（2）存在唯一的均方指数稳定的mild解 .

（B3）  C0-半群{T1 ( t ) }t ≥ 0，{T2 ( t ) }t ≥ 0在X上指数稳定，即存在正常数C1，C2 > 0，α1 > α2 > 0，使得

 T1 ( t ) ≤ C1e-α1 t，            T2 ( t ) ≤ C2e-α2 t，  t ≥ 0. 
为了方便起见，记

K̄1 = C22E φ (0 ) 2
，       K̄2 = C21C22 (α2 - α1 )-2E z0

2
，       K̄3 = 2L2C21C22 (α1α2 )-2( (K ∗ )2N ∗ + E φ 2

B )，
K̄4 = 2Nr͂L2

gC21C22 (α1 )-2 (2α2 )-1( (K ∗ )2N ∗ + E φ 2
B )，        K̄ = 4 ( )K̄1 + K̄2 + K̄3 + K̄4 .
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类似地，对于C ( ρ ) = -L2 ( ρ ) < 0的情形，有如下定理：

定理2 若假设条件（B1）~（B3）、（H3）~（H4）成立，且

2[ ]L2C21C22 (K ∗ )2 (α1α2 )-2 + Nr͂L2
gC21C22 (K ∗ )2 (α1 )-2 (2α2 )-1 < 1.

则系统（2）存在唯一的mild解u ( t )，且u ( t ) 是均方指数稳定的 . 即存在正常数a > 0，使得

 E u ( t ) 2 ≤ K̄e-at，   t ≥ 0.
注2 定理2的证明与定理1的证明类似，因此，文中省略对定理2的证明 .

参考文献：

李永祥， 1997. 关于抽象强阻尼波方程的指数稳定性［J］. 数学年刊A辑， 18（3）： 299-306. 

CHEN G， RUSSELL D L， 1982. A mathematical model for linear elastic systems with structural damping［J］. Quart Appl Math， 39

（4）： 433-454.

CHEN G， van GAANS O， LUNEL S V， 2018. Existence and exponential stability of a class of impulsive neutral stochastic partial 

differential equations with delays and Poisson jumps［J］. Stat Probab Lett， 141： 7-18. 

DIAGANA T， 2017. Well-posedness for some damped elastic systems in Banach spaces［J］. Appl Math Lett， 71： 74-80.

FAN H X， GAO F， 2014a. Asymptotic stability of solutions to elastic systems with structural damping［J］. Electron J Differ Equ， 

245：1-9. 

FAN H X， LI Y X， 2014b. Analyticity and exponential stability of semigroups for the elastic systems with structural damping in 

Banach spaces ［J］. J Math Anal Appl， 410（1）： 316-322.

FAN H X， LI Y X， 2014c. Monotone iterative technique for the elastic systems with structural damping in Banach spaces［J］. 

Comput Math Appl， 68（3）： 384-391.

GOU H D， MA W， 2023. A study on decay mild solutions for damped elastic systems in Banach spaces［J］. Monasth Für Math， 202

（3）： 515-539.

GOU H D， YANG H， 2024. Monotone iterative technique for delay elastic systems in ordered Banach space［J］. Appl Anal， 103

（13）： 2390-2409. 

HUANG F L， 1985. On the holomorphic property of the semigroup associated with linear elastic systems with structural damping

［J］. Acta Math Sci， 5（3）： 271-277.

HUANG F L， 1986. A problem for linear elastic systems with structural damping ［J］. Acta Math Sci， 6： 107-113. 

HALE J K， KATO J， 1978. Phase space for retarded equations with infinite delay［J］. Funkc Ekvacioj-Ser I， 21（1）： 11-41. 

HALE J K， LUNEL S M V， 1993. Introduction to functional differential equations［M］. New York： Springer.

LUONG V T， TUNG N T， 2020. Exponential decay for elastic systems with structural damping and infinite delay［J］. Appl Anal， 

99（1）： 13-28. 

MASSATT P， 1983. Limiting behavior for strongly damped nonlinear wave equations［J］. J Differ Equ， 48（3）： 334-349. 

PAZY A， 1983. Semigroups of linear operators and applications to partial differential equations［M］. New York： Springer. 

WEI M， LI Y X， LI Q， 2022. Positive mild solutions for damped elastic systems with delay and nonlocal conditions in ordered 

Banach space［J］. Qual Theory Dyn Syst， 21（4）： 128.

（责任编辑 冯兆永）

178


